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证明布尔代数是有界有补分配格，
有界有补分配格是布尔代数

• 布尔代数是有界有补分配格
• 给定布尔代数 𝐵,+,∗,′ , 0,1 , 令‘ + ’ = ‘ ∨ ’ ‘ ∗ ’ = ‘ ∧ ’，

• 格：由于+，*满足交换律，结合律以及吸收律(Theorem 
15.2),所以给定布尔代数为1个Lattice（Lattice 定义）

• 有界：由对于B中任意元素𝑎,由于𝑎 + 1 = 1, 𝑎 ∗ 0 = 0
(Theorem 15.2− 𝑖𝑖),可得𝑎 ∨ 1 = 1, 𝑎 ∧ 0 = 0,所以0 ≤ 𝑎 ≤
1，即给定布尔代数是有界的

• 有补：由对于B中任意元素𝑎，都存在𝑎的补元𝑎′(
布尔代数定义)， 𝑎 + 𝑎′ = 1, 𝑎 ∗ 𝑎‘=0

• 分配：布尔代数运算+，*满足分配率(布尔代数定义)

• 所以布尔代数是有界有补分配格。



证明布尔代数是有界有补分配格，
有界有补分配格是布尔代数

• 有界有补分配格是布尔代数
• 给定有界有补分配格 L,∧,∨ ,令‘ + ’ = ‘ ∨ ’ ‘ ∗ ’ = ‘ ∧ ’

• 交换律：显然‘ + ’ = ‘ ∨ ’ ‘ ∗ ’ = ‘ ∧ ’满足交换律(格的定义)

• 分配律：显然‘ + ’ = ‘ ∨ ’ ‘ ∗ ’ = ‘ ∧ ’满足分配率(分配格定义)

• 同一性：由于有界，必然存在1,0，使得对L中任意元素0 ≤
𝑎 ≤ 1, 所以𝑎 + 0 = 𝑎 ∨ 0 = 𝑎, 𝑎 ∗ 1 = 𝑎 ∧ 1 = 𝑎

• 有补律：显然‘ + ’ = ‘ ∨ ’ ‘ ∗ ’ = ‘ ∧ ’满足分配率(有补格定义)

• 所以，有界有补分配格是布尔代数



1) 易证f是bijective
2) 令x = 𝑎𝑥1 + 𝑎𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑥𝑟 , 𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑎𝑦2 +⋯𝑎𝑦𝑟′

𝑓 𝑥 = {𝑎𝑥1 , 𝑎𝑥2 , … , 𝑎𝑥𝑟} , 𝑓(𝑦) = {𝑎𝑦1 , 𝑎𝑦2 , … 𝑎𝑦𝑟′
}

i) 𝑥 + 𝑦 = 𝑎𝑥1 + 𝑎𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑥𝑟 + 𝑎𝑦1 + 𝑎𝑦2 +⋯𝑎𝑦𝑟′
=  𝑎∈𝑓 𝑥 ⋃𝑓 𝑦 −𝑓(𝑥)⋂𝑓(𝑦) 𝑎 (吸收律)  

𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓( 𝑎∈𝑓 𝑥 ⋃𝑓 𝑦 −𝑓(𝑥)⋂𝑓(𝑦) 𝑎) = 𝑓 𝑥 ⋃𝑓 𝑦 − 𝑓(𝑥)⋂𝑓(𝑦)

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = {𝑎𝑥1 , 𝑎𝑥2 , … , 𝑎𝑥𝑟} + {𝑎𝑦1 , 𝑎𝑦2 , … , 𝑎𝑦𝑟′
} =𝑓 𝑥 ⋃𝑓 𝑦 − 𝑓(𝑥)⋂𝑓(𝑦)

∴ 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)
ii) 类似i)
iii) 1 = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎 𝐵 ，𝑓(1) = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎|𝐵|}

已知𝑓 𝑥 ′ = 𝑓 1 − 𝑓(𝑥)
∵ 𝑥′ + 𝑥 = 1且𝑎𝑖均为atom，∴ 𝑥′ =  𝑎∈𝑓 1 −𝑓 𝑥 𝑎

∴ 𝑓 𝑥′ = 𝑓 1 − 𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑥)′



证明等势的（有穷）布尔代数均同构

• 基本思路：
• 由Theorem 15.6，对任意有穷等式布尔代数X、Y，若
其Atom集合为𝐴𝑋, 𝐴𝑌 则𝑋 ≅ 𝑃 𝐴𝑋 , 𝑌 ≅ 𝑃(𝐴𝑌)

• 已知|X|=|Y|

• 证明：𝑷 𝑨𝑿 ≅ 𝑩 𝑿 = 𝐵 𝑌 ≅ 𝑃(𝐴𝑌), 𝐵
𝑋 为:


