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递归可能代价高昂
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计算第n个Fibonacci数
 其实可以在线性时间内
 (以加法次数计量)完

 成。

但如果采用递归，递归
 调用的次数是 2Fn+1

 

-1



演示者
演示文稿备注
×不断地解相同规模的问题×
不断地解相同的子问题



演示者
演示文稿备注
把相同子问题的解，记录下来，或者不再重复去解



Rod Cutting Problem

一个样本输
 入及其解：

r7 :



演示者
演示文稿备注
有n-1个下刀的位置



我们总是要切第一刀的，但是
 第一刀割在何？

r7 :



递归的解法：扫描所有可能的割法



最优子结构：

演示者
演示文稿备注
问题的最优解由若干个相关子问题的最优解组合而成（求解子问题成为必须），而子问题往往又可以独立（往往是递归地）解决。
具有这种性质的问题，往往可以通过子问题的最优解来寻找整个问题的最优解。

最优子结构往往决定了问题可以比较清晰地给出递归解法。
但是如果相关的子问题求解过程中有重叠（相同），简单的递归解法效率很低，浪费在了相同子问题求解上




递归的解法：





复杂度均降
 到平方级！

演示者
演示文稿备注
总递归代价确定后，可以把总递归代价分摊到各个递归中



关键是次序！



子问题的序在动态规划算法设计中非常重要：



最优值和最优解


 

最优值还不是解，我们需要得到实现最优值的
 “那个解”。

再加一个数组，跟踪
 最优值获得的过程。

演示者
演示文稿备注
针对每个子问题，记录下这个子问题最优解的第一“刀”位置即可。



演示者
演示文稿备注
大小为j的子问题的最优解中的第一刀相对于这个问题的位置



Matrix-Chain Multiplication 
Problem


 
需要完成的任务:

求乘积: A1 A2 …An-1 An
Ai 是二维矩阵，一般不是方阵，大小符合乘法规定的要求。


 

为什么会成为问题:


 

矩阵乘法满足结合律，因此我们可以任意指定运算
 顺序；



 

而不同的计算顺序代价差别很大。


 

优化问题: 什么样的次序计算代价最小?



矩阵乘法的代价

Let C = Apq Bqr





q

k
kjikji bac

1
, 需要执行q次乘法。

C 共有 pr 个元素

所以，总共执行乘法 pqr 次。

An example: A1  
 

A2  
 

A3  
 

A4
301 140  4010  1025

((A1 A2 )A3 )A4 :  20700 multiplications
A1 (A2 (A3 A4 )):  11750 
(A1 A2 )(A3 A4 ):  41200
A1 ((A2 A3 )A4 ):  1400

An example: A1  
 

A2  
 

A3  
 

A4
301 140  4010  1025

((A1 A2 )A3 )A4 :  20700 multiplications
A1 (A2 (A3 A4 )):  11750 
(A1 A2 )(A3 A4 ):  41200
A1 ((A2 A3 )A4 ):  1400





演示者
演示文稿备注
简单说明（   ）×（    ）的最优子结构性质：最后的乘法代价是固定的，因此前后两个子问题必定是最优的。
每个尝试采用动态规划算法求解的问题，都必须首先寻找并证明这一点。
只有证明了这一点，才有递归的基础



最优值的递归表示



类比rod�cutting�problem,�递
 归的代价应该是指数级的，但
 子问题个数其实只有平方级。

演示者
演示文稿备注
一





连乘矩阵的

 个数递增

连乘链起点

连乘链终点

扫描指定范围内

 所有子问题

记录最小值与实现点





演示者
演示文稿备注
最优子结构+子问题复用
怎么样才能发挥动态规划的作用？



演示者
演示文稿备注
问题的难度是固有的！



课外作业


 

TC pp.369-: ex.15.1-1, 15.1-3


 
TC pp.378-: ex.15.2-2, 15.2-4


 

TC pp.389-: ex.15.3-3, 15.3-5, 15.3-6


 
TC pp.396-: ex.15.4-3, 15.4-5


 

TC pp.403-: ex.15.5-1


 
TC pp.404-: prob.15-4
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