
3-11有向图和伪多项式时间算法
程龚
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 有向图
 有向边/弧

 尾、头、端点
 关联、入弧、出弧
 （顶点）相邻、入邻点、出邻点
 （边）相邻
 重弧/平行弧、自环、简单有向图
 反向弧
 阶、弧数

 完全有向图
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你能解释这些概念吗？

v1

v2

v3

v4

a1 a2

a3
a4

a5

a6

a7



 入度、出度、度

 入度序列、最大入度、最小入度
 出度序列、最大出度、最小出度
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你能解释这些概念吗？
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v3
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 底图、定向
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你能解释这些概念吗？



 邻接矩阵
 第i列元素之和的含义？
 第i行元素之和的含义？

 关联矩阵
 第i行元素的绝对值之和的含义？
 第j列元素的绝对值之和的含义？

 邻接表
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你能解释这些概念吗？
v1

v2

v3

v4

a1 a2

a3
a4

a5

a6

a7



 有向路线
 起点、终点、长度

 有向(踪)迹
 有向路(径)

 有向闭路线
 有向闭迹/回路
 有向圈

2023/11/13 6

你能解释这些概念吗？

v1

v2 v4

a1 a2
a5

a6

a7
v3

a3
a4



 弱连通(图)
 可达、强连通(图)
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你能解释这些概念吗？

v1

v2 v4

a2
a5

a6

a7
v3

a3
a4

a1



 必要性
 反证法

 充分性
 构造法
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请证明下述定理



 弱连通分支
 强连通分支
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你能解释这些概念吗？



 弱连通分支
 强连通分支

 浓缩
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你能解释这些概念吗？
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你理解这个算法了吗？
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你理解这个算法了吗？



 对于阶为n、边数为m的图，该算法的时间复杂度为O(n + m)。
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你能解释这个算法的时间复杂度吗？



 S的含义？
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你理解这个算法了吗？
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你理解这个算法了吗？

v1
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你理解这个算法了吗？

v1 v4
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你理解这个算法了吗？

v1 v4 v5
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你理解这个算法了吗？

v1 v4

输出{v5}
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你理解这个算法了吗？

v1 v4 v2
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你理解这个算法了吗？

输出{v2, v4, v1}
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你理解这个算法了吗？

v3
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你理解这个算法了吗？

输出{v3}



 从 访问顶点u并将其增加到栈S中（u：所在强连通分支中被访问的首个顶点）

 到 DFSSCC算法判定u的low属性值和d属性值是否相等
 H = <C, A’>：浓缩
 c ∈ C：含u的强连通分支
 C’：H中从c可达的顶点的集合

2023/11/13 23

你理解这个算法了吗？



 从 访问顶点u并将其增加到栈S中（u：所在强连通分支中被访问的首个顶点）

 到 DFSSCC算法判定u的low属性值和d属性值是否相等
 H = <C, A’>：浓缩
 c ∈ C：含u的强连通分支
 C’：H中从c可达的顶点的集合
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你理解这个算法了吗？

在DFS树中，u的后代顶点恰由这些强连通分支中的顶点（除u外）组成



 从 访问顶点u并将其增加到栈S中（u：所在强连通分支中被访问的首个顶点）

 到 DFSSCC算法判定u的low属性值和d属性值是否相等
 H = <C, A’>：浓缩
 c ∈ C：含u的强连通分支
 C’：H中从c可达的顶点的集合
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你理解这个算法了吗？



 从 访问顶点u并将其增加到栈S中（u：所在强连通分支中被访问的首个顶点）

 到 DFSSCC算法判定u的low属性值和d属性值是否相等
 H = <C, A’>：浓缩
 c ∈ C：含u的强连通分支
 C’：H中从c可达的顶点的集合
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你理解这个算法了吗？



 对于阶为n、弧数为m的有向图，塔尔真强连通分支算法的
时间复杂度为O(n + m)。
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你能解释这个算法的时间复杂度吗？



 最短有向路
 距离
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你能解释这些概念吗？



 流网络<V, A, c, s, t>
 c：容量函数
 s/t：源/汇

 流
 （弧的）流量
 零流

 可行流
 容量约束
 守恒约束

 （流的）值
 最大流
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你能解释这些概念吗？



 剩余容量
 剩余网络
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你能解释这些概念吗？



 f增广路
 可增量
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你能解释这些概念吗？



2023/11/13 32

请证明下述定理



 源汇割、容量
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请证明下述定理



 源汇割、容量

 充分性：f +(S)=?，f -(S)=?
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请证明下述定理



 源汇割、容量

 充分性：f +(S)=?，f -(S)=?

 为什么 ？
 为什么 ？
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请证明下述定理



 r的含义？
 r’的含义？
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你理解这个算法了吗？
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你理解这个算法了吗？
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你理解这个算法了吗？
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你理解这个算法了吗？
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你理解这个算法了吗？

 当G中弧的容量包含无理数时，算法有可能无法运行结束
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你能解释这个算法的时间复杂度吗？

 对于阶为n、弧数为m的流网络G，福特-法尔克森算法的
时间复杂度为O((n + m)V)。
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你能解释这个算法的时间复杂度吗？

 对于阶为n、弧数为m的流网络G，福特-法尔克森算法的
时间复杂度为O((n + m)V)。

 这是多项式时间算法吗？



 Max-Int
 Pseudo-polynomial-time algorithm
 h-value-bounded subproblem of U
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你能解释这些概念吗？



 Max-Int
 Pseudo-polynomial-time algorithm
 h-value-bounded subproblem of U
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你能解释这些概念吗？



 Max-Int
 Pseudo-polynomial-time algorithm
 h-value-bounded subproblem of U
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你能解释这些概念吗？
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请证明下述定理



 整数流
 单位路径流
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你能解释这些概念吗？



 整数流
 单位路径流
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你能解释这些概念吗？



 整数流
 单位路径流

 对于所有弧的容量都是1的流网络，最大流有什么特征？
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你能解释这些概念吗？



 单源单汇流网络
 多源多汇流网络
 超源、超汇
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你能解释这些概念吗？



 除福特-法尔克森算法外，最大流问题还有很多其它算法，例如
Edmonds-Karp算法、Dinitz算法、Push-Relabel算法等，请调研
至少2种算法（其中至多1种来自上述例子），结合例子介绍算
法的设计与分析，与福特-法尔克森算法比较异同并分析优劣。
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OT
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