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阅读检查



Mergesort Revisited



5 2 4 7 1 3 2 6

5 2 4 7 1 3 2 6

Divide

Divide further, until…

conquer





递归代价与非递归代价



导出递归式

两次递归，理想情

 况下每次问题规模

 是原来的一半。

非递归开销



n

cnlogn

确实比插入

 排序效率

 高。

这里似乎假设n是2的整次幂，在我们涉

 及的大多数情况下，这不影响结果。





Maximum subarray



简单的遍历所有可能的子序列

MaxSum = 0;
for (i = 0; i < N; i++)
{

ThisSum = 0;
for (j = i; j < N; j++)
{

ThisSum += A[j];
if (ThisSum > MaxSum)

MaxSum = ThisSum;
}

}
return MaxSum;

the sequence

i=0
i=1

i=2

i=n-1

j

in O(n2)

下面的过程遍历的顺序为：
(0,0), (0,1), …, (0,n-1);  (1,1), (1,2), …, (1,n-1), ……
(n-2,n-2), (n-2, n-1), (n-1,n-1)



用分治法解最大子数组问题

Part 1 Part 2

the sub with largest sum may be in:

Part 1 Part 2
or:

Part 1 Part 2

recursion 

The largest is 
the result



非递归代价：常量

递归，理想状况下

 问题规模是原来的

 一半。

非递归代

 价：线性

非递归代价：

 常量

O(n logn)



矩阵乘法：似乎非得(n3)



1个n阶方阵相乘的问题
 可以分解为8个n/2阶方
 阵相乘的子问题。



仍然是立方复杂度





复杂的组合为了减少一次乘法

诸Si

 

只需通过加减法计算



这个算法曾经引起轰动





递归树
对应于 T(n)=T(n/2)+T(n/2)+n 的递归树

T(size) nonrecursive cost
T(n) n

T(n/4) n/4T(n/4) n/4T(n/4) n/4T(n/4) n/4

T(n/2) n/2T(n/2) n/2

所有节点的非递归开销的和就是算法的开销

树的“高度”和“胖度”决定了节点的多寡

在非递归开销不变的情况下，降低“高度”、缩小“胖度”



递归算法的复杂度分析和算法优化





代入法解隐式递推公式



我们猜测解是：

将猜测代入：



证明：



 

回忆一下：



 

Giving g:N→R+, then Ο(g) is the set of f:N→R+, such that for 
some cR+ and some n0 N, f(n)cg(n) for all nn0 .

必须找到合适的c和n0



证明：


 

奠基：


 

n=1?



 

选择n0=2进行奠基


 

T(2)=2T(1)+2=4


 

当选定c=2时：



 

cnlgn=2*2lg2=4



 

归纳：略



T(n)=3T(n/4)+(n2)

cn2

T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)

c((1/16)n)2
c((1/16)n)2

…… ……

c(¼ n)2 c(¼ n)2 c(¼ n)2

log4 n

cn2

2

16
3 cn

2
2

16
3 cn







…

 3log4n

Total: (n2)Note: 3loglog 443 nn 

c((1/16)n)2 c((1/16)n)2 c((1/16)n)2…… ……

T(1)

递归树方法可以直观地
帮助我们猜测结果



对应于分治法的递归树方程



 
divide-and-conquer:

T(n) = aT(n/b) + f(n)



 

After kth expansion:
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T(n)=aT(n/b)+f(n)
f(n)

T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)

f(n/b2)f(n/b2) f(n/b2) f(n/b2) f(n/b2)f(n/b2) f(n/b2) f(n/b2)f(n/b2)

…… ……

f(n/b) f(n/b) f(n/b)

logb n

f(n)

)/( bnaf

)/( 22 bnfa

…

 abnlog

Note: an bb na loglog 

a

a

Total ?

…



Solving the Divide-and-Conquer


 
T(n)=aT(n/b)+f(n)作为一种典型的分治算法递归式:


 

Let base-cases occur at depth D(leaf), then n/bD=1, that is 
D=lg(n)/lg(b)



 

Let the number of leaves of the tree be L, then L=aD, that 
is L=a(lg(n)/lg(b)). 



 

By a little algebra: L=nlg(a)/lg(b), lg(a)/lg(b)=logb a

ab
ana

b
n

ab
n

b
b
n

nbL loglg
lglglg

lg
lg

lglg
lg

222
lg
lg



因此，这个值决定了树的“胖”

 度。



Divide-and-Conquer: the Solution



 
The recursion tree has depth D=lg(n)/ lg(c), so there 
are about that many row-sums.



 
The 0th row-sum is f(n), the nonrecursive cost of the 
root.



 
The Dth row-sum is          , assuming base cases cost 
1, or (   ) in any event.



 
The solution of divide-and-conquer equation is the 
non-recursive costs of all nodes in the tree, which is 
the sum of the row-sums.

abnlog



Solution by Row-sums


 

[Little Master Theorem] Row-sums decide the 
solution of the equation for divide-and-conquer:


 

Increasing geometric series: T(n)(nE)


 

Constant: T(n) (f(n) log n)


 

Decreasing geometric series: T(n) (f(n))

This can be generalized to get a 
result not using explicitly row-sums. 
This can be generalized to get a 
result not using explicitly row-sums.



Master Theorem

对简单的分治法解矩

 阵相乘，logb a =3。



Polynomially larger / smaller



Using Master Theorem
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Using Master Theorem



Master定理的条件有空隙


 

T(n)=2T(n/2)+nlgn


 

a=2, b=2, logb a=1, f(n)=nlgn


 

We have f(n)=(n1), but no >0 satisfies f(n)=(n1+), 
since lgn grows slower that n

 
for any small positive .



 

So, case 3 doesn’t apply.


 

However, neither case 2 applies.





课外作业


 

TC p75-: ex.4.1-5;


 
TC p.87-: 4.3-3, 4.3-7; 


 

TC p.92-: 4.4-2, 4.4-8;


 
TC p.96-: 4.5-4; 


 

TC p.107-: 4.1, 4.3, 4.4
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