
计算机问题求解 – 论题2-3
- 分治法与递归





Mergesort Revisited

递归两次：每次的
子问题只是规模缩
小，问题并不改变

将子问题的两个结果合并为
一个满足输出要求的结果



5 2 4 7 1 3 2 6

Divide

5 2 4 7

Divide still further…

5 2 4 7

Divide further, until…

5 2 4 7

1 3 2 6

1 3 2 6

Divide still further…

1 3 2 6

子问题1 (line 3) 子问题1 (line 4)

divide



5 2 4 7 1 3 2 6

5 2 4 7 1 3 2 6

Divide

Divide further, until…

combine

Base case: n个长度为1的序列，均已排好序。

输出



递归在这里起了什么作用 ？

书上还提到：如果分解出不完全相同的子问题该如何处理呢？



递归代价与非递归代价



导出递归式

两次递归，理想情
况下每次问题规模
是原来的一半。

非递归开销

为什么？



n

cn log n

确实比插入
排序效率高。

这里似乎假设n是2的整次幂，在我们涉
及的大多数情况下，这不影响结果。



最大子数组问题

输入：数组A, 元素为实数

输出：数组下标值i,j; 对数组A的任意有效下标值
i,j(i≤j), A[i], A[i+1],…, A[j]的和为最大。(解未必唯一)



Maximum subarray



简单的遍历所有可能的子序列

MaxSum = 0;
for (i = 0; i < N; i++)
{
ThisSum = 0;
for (j = i; j < N; j++)
{
ThisSum += A[j];
if (ThisSum > MaxSum)
MaxSum = ThisSum;

}
}
return MaxSum;

the sequence

i=0
i=1

i=2

i=n-1

j

in O(n2)

下面的过程遍历的顺序为：
(0,0), (0,1), …, (0,n-1);  (1,1), (1,2), …, (1,n-1), ……
(n-2,n-2), (n-2, n-1), (n-1,n-1)



用分治法解最大子数组问题
Part 1 Part 2

the sub with largest sum may be in:

Part 1 Part 2
or:

Part 1 Part 2

recursion 

The largest is 
the result



Part I

Part II

Part III

从中点向

左扫描

从中点向

右扫描



非递归代价：常量

递归，理想状况下
问题规模是原来的
一半。

非递归代价：
线性

非递归代价：
常量

O(n logn)





线性代价！



Maximum subarray



线性算法
ThisSum = MaxSum = 0;
for (j = 0; j < N; j++)
{
ThisSum += A[j];
if (ThisSum > MaxSum)
MaxSum = ThisSum;

else if (ThisSum < 0)
ThisSum = 0;

}
return MaxSum; 你能解释一下吗？

This is an example of 
“online algorithm”

in O(n)
总和为负值的子串不可能是
“最大子数组”的前缀。



我们将“1位数乘”作为基本“关键”操作

你是否会认为两个n 位整数相乘难度是Ω (n2)？

“长乘”问题



Divide-and-Conquer: 两个乘数均前后切为两半

解长乘问题的 Karatsuba 算法

欲求 t=xy x,y为n位的整数，n 通常较大，且假设是2的整次幂

令：x=10n/2a+b;  y=10n/2c+d, 
即 x,y 分别看作两个 n/2 位整数 a,b 和 c,d 的“并置”

则：t=xy=10nac + 10n/2(ad+bc) +bd
而其中 (ad+bc) = (a+b)(c+d)-ac-bd

关键在于只需要3
次乘法运算

T(n) = 3T(n/2) + O(n)，注意非递归代价

怎么解呢？
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T(n) = 3T(n/2) + O(n)



矩阵乘法：似乎非得Ω (n3)

总共需要计算n2项，计算一
项需要做n次乘法



1个n阶方阵相乘的问题

可以分解为8个n/2阶方
阵相乘的子问题。



仍然是立方复杂度





Strassen 算法的基本过程

 [divide] 象前面一样，将原矩阵分为4个小矩阵；
Ai,j和 Bi,j (i,j=1,2) 
(顺便问一句：书上说采用小标分解的方法是什么意思，有什么意义？)

利用上述分割结果，只用加减法构造10个方阵Sk, 
k=1,2…,10

 [递归] 从Sk和Ai,j,Bi,j中选择7对分别计算其乘积 Pt  
（如何选择这里的P和上述的S,是此算法中最机巧，也是最难发现的部分）

 [combine] 利用诸Pt通过加减法生成原问题结果的

四个部分



复杂的组合为了减少一次乘法

诸Si只需通过加减法计算



≈ n2.81

如果计算两个100×100矩阵的乘积，简单
乘法计算量从100万次降到约41.7次
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