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模型上的问题：
（优化）目标 – 一组变量的线性函数

（资源）限制 – 该组变量上的（不）等式



资金限制：
5x1+10x2 ≤ 800

土地限制：
x1+x2 ≤ 100

劳力限制：
2x1+x2 ≤ 150

(0,0)

(0,80)

(0,100)

(0,150)

(100,
0)

(160,0)

(50,50)

(75,0)

(40,60)

在经济活动中争取最大收益

Maximize:  80x1 +  60x2
Subject to:     x1 +  x2 ≤ 100     (土地)

2x1 + x2 ≤ 150     (人日)
5x1 + 10x2 ≤ 800     (资金)

决策：小麦x1 vs. 玉米x2
回报：小麦80；玉米：60
单位成本： （资金/劳力）
小麦：5/2； 玉米：10/1

资源限制：
土地100；劳力150；资金800
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几何解

z = 80x1 + 60x2

与可行解区域的交点：
绿色: (0,0), 回报 0；
红色: (0, 80), 回报 4800
蓝色: (50, 50), 回报 7000，最优解



顺便问一句：
为什么不能用严格
的大于或小于?



一个典型的生产管理问题：
某公司有10个生产同样10种产品的工厂分布在世界各地，每个厂有10条生产线。产品
主要在当地销售，但也可以输送给其它地区生产厂销售。每个产品在不同地区销售价
可能不同。

每个厂有当地今后10个月的的每月需求数据，销售量不会超过需求量，可适当超量生
产，但存储需要月成本。

如何安排生产计划以及可以考虑的产品调运计划，使得公司的总收益最大？

总收益 =  总销售 – 总成本（这里假设仅包括生产、库存、运输）





收入 存储代价 转运代价

每月每条生产线只生产一种产品

生产约束 转运约束

值域约束

销售量计算公式

存量更新公式



线性规划问题的标准形式
目标函数

限定条件

Non-negativity



稍稍麻烦一点

线性规划的“转换”



目标值对应，可行解未必对应！

注意：目标值“对应”不是目标值“相等”，这得看是两个maximization 
LP“等价”，还是一个maximization LP和一个minimization LP“等价”



假设对变量xj, 不含式子xj≥0:  
增加新变量 xj ⇒ x’j≥0; x’’j≥0; 并不限制两个新变量之间的大小关系。则：

老目标：…+cjxj…       ⇒ 新目标：…+cj(x’j-x’’j)+…
老限制：…+aijxj+… ⇒ 新限制：…+aij(x’j-x’’j), x’j≥0, x’’j≥0

由新的可行解构造老的可行解：…x’j, x’’j…  ⇒ …xj(=x’j-x’’j)…
由老的可行解构造新的可行解：
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变量非负如何满足？



“标准化过程”的例子
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变量 s 表示尚存的“余地”，
你能想到其算法意义吗？



线性规划：Slack Form

注意：这是“省略”
形式。省了什么？

slack: the part of a rope, chain etc., 
that hangs loosely

对应的“标准
形式”

特别需注意正确
理解N和B



Slack: 不仅仅是将不等式改等式
回忆一下前面关于种地的例子：

Maximize:  80x1 +  60x2
Subject to:   x1 +  x2 ≤ 100     (土地)

2x1 + x2 ≤ 150     (人日)
5x1 + 10x2 ≤ 800     (资金)

slack形式：
z =  80x1 +  60x2
x3 = 100 - x1 - x2
x4 = 150 - 2x1 - x2
x5 = 800 - 5x1 - 10x2

basic和non-basic
在这里是什么关
系？

显然，一个“可行解”是 (0,0,100,150,800)T，相应的 z=0。
由于在z表达式中x1和x2系数均为正，可以通过增加它们的值提高z的值。但
它们的值是有上限的，即不能使任何变量为负值。

首先考虑x1的最大可能值，即让人力的slack先“耗尽”：则 x1=75

方程组变形为：

x1 = 75 –0.5x2 – 0.5x4
x3 = 25 – 0.5x2 + 0.5x4
x5 = 425 – 7.5x2 + 2.5x4

新的可行解是(75,0,25,425)T,
相应的z=6000+20x2-40x4

注意：basic和non-basic的置换

x1=(150-x2-x4)/2



继续逼近最优解
当前的方程组为：

z = 6000 + 20x2 – 40x4

x1 = 75 –0.5x2 – 0.5x4
x3 = 25 – 0.5x2 + 0.5x4
x5 = 425 – 7.5x2 + 2.5x4

考虑x2可能的最大值，由x3式可知最大50
x2=(25-x3+0.5x4)/0.5

方程组变形为：

z = 7000 – 40x3 – 20x4

x1 = 50 + x3 – x4
x2 = 50 – 2x3 + x4
x5 = 50 – 15x3 + 5x4

新的可行解是(50,50,0,0,50)T,
相应的z=7000

这与前面的几何解是一致的。





Simplex:  基本思想
通过逐次交换“基本变量”和“非基本变量”获得
一系列的“基本解”，希望不断用基本解“逼近”
最优解。

第一个基本解是什么，一定是可行解吗？



经过一次pivoting 经过两次pivoting

三次pivoting后，无可替换了。

第1次pivoting：x1“进”，x6“出”

第2次pivoting：x3“进”，x5“出” 第3次pivoting：x2“进”，x3“出”



假如确定了相互置换的基本变量与非基本变量

与我们前面“手工”
计算有什么异同？



每一轮Pivot得到的“新”基本解

直接设置

相应的算法步骤



你能解释一下吗？



如果有“初始可行解”…

循环不变量:



“偶尔”一次pivot目标函数
值不递增, 也不一定不终止。



开始时的基本解未必可行

但是，此线性规划确实
是有可行解的，问题是
开始的slack不合适。





线性规划的对偶

大小互换；
行列互换。

注意：此例m=n, “非典型”





关键问题是：等值的“对
偶解”存在吗？





Amortized Analysis: MultiPop Stack

Push:
Cost=1

Pop:
Cost=1

MultiPop:
Cost=min(s,t)

s t

Amortized cost: push:2; pop, multipop: 0



Accounting Scheme for Stack Push
 Push operation with array doubling

– No resize triggered: 1
– Resize(n→2n) triggered: tn+1 (t is a constant)

 Accounting scheme (specifying accounting cost)

– No resize triggered: 2t
– Resize(n→2n) triggered: -nt+2t

 So, the amortized cost of each individual push 
operation is 1+2t∈Θ(1)



Graph Operation
Consider the following operations on a set of 

nodes in a graph:
– Connect(A, B): add an edge from node A to node B in 

the graph; 
– Disconnect(A, B): if there is a path from A to B, 

remove all edges in the path;
Assume the cost of adding or removing an edge is 

1. There is no edge in the graph at the beginning. 
Consider a sequence of n operations on the graph, 
analysis the average cost of each operation in the 
worst case.
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