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朴素算法

乘法的竖式计算
B =

∑n
i=1 bi · 10i−1，则 AB =

∑n
i=1 Abi · 10i−1。

1 2 3
× 4 5 6

7 3 8
6 1 5

4 9 2

5 6 0 8 8

时间复杂度：O(n2)

Rosalie (CS@NJU) OT：n 位整数相乘问题 2019 年 4 月 12 日 4 / 17



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

朴素算法

乘法的竖式计算
B =

∑n
i=1 bi · 10i−1，则 AB =

∑n
i=1 Abi · 10i−1。

1 2 3
× 4 5 6

7 3 8
6 1 5

4 9 2

5 6 0 8 8

时间复杂度：O(n2)

Rosalie (CS@NJU) OT：n 位整数相乘问题 2019 年 4 月 12 日 4 / 17



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

朴素算法

乘法的竖式计算
B =

∑n
i=1 bi · 10i−1，则 AB =

∑n
i=1 Abi · 10i−1。

1 2 3
× 4 5 6

7 3 8
6 1 5

4 9 2

5 6 0 8 8

时间复杂度：O(n2)

Rosalie (CS@NJU) OT：n 位整数相乘问题 2019 年 4 月 12 日 4 / 17



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

朴素算法

乘法的竖式计算
B =

∑n
i=1 bi · 10i−1，则 AB =

∑n
i=1 Abi · 10i−1。

1 2 3
× 4 5 6

7 3 8
6 1 5

4 9 2

5 6 0 8 8

时间复杂度：O(n2)

Rosalie (CS@NJU) OT：n 位整数相乘问题 2019 年 4 月 12 日 4 / 17



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

朴素算法

乘法的竖式计算
B =

∑n
i=1 bi · 10i−1，则 AB =

∑n
i=1 Abi · 10i−1。

1 2 3
× 4 5 6

7 3 8
6 1 5

4 9 2

5 6 0 8 8

时间复杂度：O(n2)

Rosalie (CS@NJU) OT：n 位整数相乘问题 2019 年 4 月 12 日 4 / 17



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

分治算法

未优化的分治算法

A = a · 10
n
2 + b

B = c · 10 n
2 + d

故 AB = (a · 10
n
2 + b)(c · 10 n

2 + d) = ac · 10n + (ad + bc) · 10 n
2 + bd。

在计算两个 n 位整数相乘时，用到了 4 个 n
2 位整数相乘,3 个 n 位

整数加法以及 2 个移位操作。加法和移位操作的时间复杂度为
O(n)。
设时间复杂度为 T(n)，则有如下递推式：

T(n) =

 O(1),n = 1

4T(
n
2
) + O(n),n > 1

则 T(n) = O(n2)。
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Karatsuba 乘法

之前分治算法的复杂度递推式：T(n) = 4T(n
2 ) + O(n)。

想要降低时间复杂度，就要想办法减少乘法操作的次数。

Karatsuba 乘法
A = a · 10

n
2 + b

B = c · 10 n
2 + d

故 AB = (a · 10
n
2 + b)(c · 10 n

2 + d) = ac · 10n + (ad + bc) · 10 n
2 + bd。

其中 (ad + bc) = (a − b)(d − c) + ac + bd，故
AB = ac · 10n + ((a − b)(d − c) + ac + bd) · 10 n

2 + bd。

现在只需要计算 ac, bd, (a − b)(d − c) 这 3 个乘法了。
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Karatsuba 乘法伪代码
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Karatsuba 乘法的时间复杂度

Karatsuba 乘法
AB = ac · 10n + ((a − b)(d − c) + ac + bd) · 10 n

2 + bd。

在计算两个 n 位整数相乘时，用到了 3 个 n
2 位整数相乘,6 个 n 位

整数加法以及 2 个移位操作。加法和移位操作的时间复杂度为
O(n)。

设时间复杂度为 T(n)，则有如下递推式：

T(n) =

 O(1),n = 1

3T(
n
2
) + O(n),n > 1
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Karatsuba 乘法的时间复杂度

递推式：

T(n) =

 O(1),n = 1

3T(
n
2
) + O(n),n > 1

法一：直接算
法二：主定理
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法一：直接算
令 n = 2k。

T(n) = 3T(
n
2
) + O(n)

= 32T(
n
22

) + (31 + 30)O(n)

= 33T(
n
23

) + (32 + 31 + 30)O(n)

· · · · · ·

= 3kT(1) +
3k+1 − 1

2
O(1)

= (
5

2
(2lg 3)k − 1

2
)O(1)

= (
5

2
(2k lg 3)− 1

2
)O(1)

= (
5

2
nlg 3 − 1

2
)O(1)

= O(nlg 3)
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法二：主定理

由 O(n) = O(nlog2 3−ϵ)，根据主定理第一条得：

T(n) = O(nlg 3)
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Toom-Cook 乘法

是 Karatsuba 乘法一般化以后的算法

Karatsuba 乘法是把 n 位整数分成 2 段计算，而 Toom-Cook 乘法
是把 n 位整数分成 k 段计算，然后运用数学技巧尽量减少乘法次
数。
Toom-3 是 Toom-Cook 乘法的一个特例，即把 n 位整数分成 3 段
计算。按照一般算式需要计算 9 个乘法，而运用数学技巧转化后可
以只计算 5 个乘法，将时间复杂度降到了 O(n

lg 5
lg 3 ) ≈ O(n1.46)。

（O(nlg 3) ≈ O(n1.58)）
但是具体的数学转化很复杂，感兴趣的同学可以 wiki 一下 Toom–
Cook multiplication。
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以只计算 5 个乘法，将时间复杂度降到了 O(n

lg 5
lg 3 ) ≈ O(n1.46)。

（O(nlg 3) ≈ O(n1.58)）

但是具体的数学转化很复杂，感兴趣的同学可以 wiki 一下 Toom–
Cook multiplication。
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FFT & FFNT

FFT：快速傅里叶变换。FFNT：快速数论变换。

算法导论书上有句话就是说的这个算法：

一看名字就很难，再看时间复杂度就更难
并没有搞懂的我肯定讲不了，感兴趣的同学可以 wiki 一下
Schönhage–Strassen algorithm。
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最后的话

算法导论上有一句话：

一开始的我太天真
感兴趣的同学可以自己写一下呀。（挖坑
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