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问题描述：请证明BF算法⼀一定能够找到负权重环，请改
造BF算法，输出负权重环

• 思路路：


• 1. 证明BF算法⼀一定能够找到负权重环(如果存在的话)


• 2. 改造BF算法，输出负权重环


• 3. 证明改造后的BF算法的正确性



1.证明BF算法⼀一定能够找到负权重环(如果存在的话)

当⽆无负权重环的时候，Bellman-Ford算法输出True

当有负权重环的时候，Bellman-Ford算法输出False

我们要证明的是Bell-Ford算法对于有⽆无负权重环的判断是正确的

即证明：Bellman-Ford算法输出False当且仅当G有负权重环



1.证明BF算法⼀一定能够找到负权重环(如果存在的话)

即证明：Bellman-Ford算法输出False当且仅当G有负权重环

等价于证明以下两个命题

命题 1.1 如果BF算法输出False，则G有负权重环 
命题 1.2 如果G有负权重环，则BF算法输出False

通过逆否命题的性质，我们可以对定理理 1.1做逆否得到命题1.3
命题 1.3 如果G没有负权重环，则BF算法输出True

命题1.1与命题1.3等价，所以我们只要证明命题1.2和命题1.3就可以了了



1.证明BF算法⼀一定能够找到负权重环(如果存在的话)
命题 1.2 如果G有负权重环，则BF算法输出False

证明

我们⽤用反证法说明：假设BF算法输出True 



1.证明BF算法⼀一定能够找到负权重环(如果存在的话)
命题 1.3 如果G没有负权重环，则BF算法输出True

我们这⾥里里引⼊入算导上给出的⼏几个性质：路路径松弛性质、三⻆角不不等式性质、收敛性质



1.证明BF算法⼀一定能够找到负权重环(如果存在的话)

⾄至此，BF算法⼀一定能够找到负权重环已经证明(如果存在的话)

下⾯面证明改进BF算法使其能输出负权重环



2.改造BF算法，输出负权重环



2.改造BF算法，输出负权重环



2.改造BF算法，输出负权重环

核⼼心思想：1. 进⾏行行BF算法 
2.多进⾏行行⼀一轮松弛操作，如果该节点被更更新
了了，那么我们从这个节点开始不不断找前驱，
直到重复的节点，那么就会出现⼀一个环

举个例例⼦子



3. 证明改造后的BF算法的正确性
我们主要证明两点

定理理3.1.BF算法⽣生成的前驱图如果有环，那么这个环⼀一定是负环。

定理理3.2.如果在第|V|次迭代中，我们仍能更更新节点的值，那么我们⼀一定能从
这个节点出发找到⼀一个环



3. 证明改造后的BF算法的正确性
定理理3.1.BF算法⽣生成的前驱图如果有环，那么这个环⼀一定是负环。



3. 证明改造后的BF算法的正确性
定理理3.2 .如果在第|V|次迭代中，我们仍能更更新节点的值，那么我们⼀一定能
从这个节点出发找到⼀一个环

我们先证明两个引理理：

引理理3.3: 如果s到v的最短路路径是简单路路径(即不不含环)，那么v.d在经过|V|-
1轮的迭代后就已经确定

根据路路径松弛性质，易易证

这个易易证，因为v在更更新v.d的时候也指定了了v.pi

引理理3.4：所有可通达节点除了了s都有前驱。若s有前驱，则s.d<0

如果s有前驱，说明进⾏行行了了松弛，那么新的s.d肯定⼩小于原来的s.d，⽽而
原来的s.d=0. 所以若s有前驱，则s.d<0.



3. 证明改造后的BF算法的正确性
定理理3.2 .如果在第|V|次迭代中，我们仍能更更新节点的值，那么我们⼀一定能
从这个节点出发找到⼀一个环

我们现在证明定理理3.2

引理理3.3: 如果s到v的最短路路径是简单路路径(即不不含环)，那么v.d在经过|V|-
1轮的迭代后就已经确定

引理理3.4：所有可通达节点除了了s都有前驱。若s有前驱，则s.d<0

假设我们在第|V|次迭代中，更更新了了v.d的值，但我们从v出发没有找到环。

那么根据引理理3.4，说明最后停留留在s处且s.d=0。此时说明s到v的最短路路径
就是简单路路径，但根据引理理3.3，s到v的简单路路径在|V|-1轮迭代中就更更新完
成，不不会再|V|轮迭代的时候更更新，所以与题意⽭矛盾，所以假设不不成⽴立



谢谢⼤大家！


