
基本概念/翻译 

•  closed	  trail：闭迹	  
•  circuit：回路（本书定义：长度不小于3的闭迹）	  
•  cycle：圈（除头尾外，顶点不重复的回路）	  

•  loop：环	  

•  没有“循环”这种翻译	  
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•  作业讲解	  
– GC第5.1节练习3、4、6	  
– GC第5.2节练习10、11、14	  
– GC第5.3节练习20、22、30	  
– GC第6.1节练习4、5、6	  
– GC第6.2节练习13、16、21 
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GC第5.2节练习10 

⇒	  
•  u不是割点 à	  G-‐u中有v-‐w路P	  à	  wu,	  uv,	  P形成圈	  

⇐	  
•  假设存在割点u，使v,	  w在G-‐u中不连通	  
•  uv,	  uw共圈 à	  G-‐u中有v-‐w路 à	  矛盾 
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GC第5.2节练习14 
•  block一定没有割边吗？	  
•  看清题意：need	  not	  be	  a	  block 
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GC第5.2节练习20 

•  G不是k连通 à	  κ(G)≤k-‐1	  à	  G有大小为k-‐1的点割集	  
这样对吗？	  
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GC第5.2节练习20 

•  G不是k连通 à	  κ(G)≤k-‐1	  à	  G有大小为k-‐1的点割集	  
这样对吗？	  

•  G不是k连通 à	  κ(G)≤k-‐1	  à	  G有大小不超过k-‐1的点割集 à 
如果该点割集大小不到k-‐1，可以将图中剩余点加入直至大
小恰为k-‐1（为什么一定能做到这一点？怎么做？）	  
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GC第5.2节练习22 

•  一些同学的证明，读起来很不顺畅。	  
•  实际上应该：要证什么，就说什么。	  

•  假设G-‐e不是k-‐1连通的 à	  G-‐e有一个大小为k-‐2的点割集 à	  
–  如果e的某个端点在其中，那么这个点割集也是G的点割集，矛盾	  
–  否则	  

•  如果e的两个端点在G-‐e拿掉点割集后的同一个连通分支中	  
那么将e的一个端点加入点割集中	  
得到G-‐e（也是G）的一个大小为k-‐1的点割集，矛盾	  

•  否则，在两个不同的连通分支中，必有一个包含不止一个顶点	  
将这个连通分支中的那个e的端点加入点割集中	  
得到G-‐e（也是G）的一个大小为k-‐1的点割集，矛盾	  
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GC第5.2节练习30 

•  `κ`≥κ	  
•  `λ`≥λ	  
•  `κ`≤`λ`：定理5.11	  
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GC第6.2节练习21 

•  新增一个点v，连接到图中其它所有点，由定理：	  

•  新图包含H圈（注意，n变为n+1）	  
•  再将v去掉，H圈变为H路	  
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•  教材讨论	  
– TC第26章 
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问题1：流网络 

•  流网络包括哪些组成元素？	  
•  什么是 大流问题？ 
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•  你会将实际问题建模为 大流问题来求解
吗？ 
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问题1：流网络 (续) 

Survey	  design	  
	  
We	  would	  like	  to	  design	  a	  survey	  of	  products	  used	  by	  consumers	  
(i.e.,	  “Consumer	  i:	  what	  did	  you	  think	  of	  product	  j?”).	  The	  i-‐th	  
consumer	  agreed	  in	  advance	  to	  answer	  not	  more	  than	  ci	  quesWons.	  
For	  each	  product	  j	  we	  would	  like	  to	  have	  at	  least	  pj	  opinions	  about	  
it.	  Each	  consumer	  can	  be	  asked	  about	  a	  subset	  of	  the	  products	  
which	  they	  consumed.	  We	  assume	  that	  we	  know	  in	  advance	  all	  the	  
products	  each	  consumer	  used,	  and	  the	  above	  constraints.	  The	  
quesWon	  is	  how	  to	  assign	  quesWons	  to	  consumers,	  so	  that	  we	  get	  all	  
the	  informaWon	  we	  want	  to	  get,	  and	  every	  consumer	  is	  being	  asked	  
a	  valid	  number	  of	  quesWons. 



•  你会将实际问题建模为 大流问题来求解
吗？ 
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问题1：流网络 (续) 



•  你会将实际问题建模为 大流问题来求解
吗？ 
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问题1：流网络 (续) 



问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 

•  你能结合这个例子，解释这些概念吗？	  
–  residual	  capacity、residual	  network	  
– augmentaWon、augmenWng	  path	  
– Ford-‐Fulkerson	  method 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 

•  什么是 大匹配？ 
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v1 

v2 v3 v4 

v5 v6 

e1 

e4 

e2 e3 

e5 



问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 

•  求解二部图 大匹配的“可扩路”算法	  
（注意：此可扩路非彼可扩路）	  
1.  搜索一条可扩路 

2.  如果找到了：替换得到更大的匹配，回到第1步 

3.  否则：结束 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

这里的可扩路：	  
首尾顶点未被当前匹配饱和的交错路	  
	  
交错路：	  
边间隔地在/不在当前匹配中 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

第一轮搜索开始	  
• 当前匹配：{}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v1,	  v3,	  v5,	  v7} 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

从{v1,	  v3,	  v5,	  v7}中未搜索过的v3开始搜索 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v3,	  
v4)到达v4	  ⇒	  v4未饱和 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

找到可扩路v3v4	  ⇒	  替换进当前匹配中 ⇒	  
本轮搜索结束 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

第二轮搜索开始	  
• 当前匹配：{(v3,	  v4)}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v1,	  v5,	  v7} 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

从{v1,	  v5,	  v7}中未搜索过的v5开始搜索 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v5,	  
v4)到达v4	  ⇒	  v4已被当前匹配中的(v3,	  v4)饱
和  

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

沿当前匹配中的(v3,	  v4)到达v3 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v3,	  
v2)到达v2	  ⇒	  v2未饱和 v1 

v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

找到可扩路v5v4v3v2	  ⇒	  替换进当前匹配中 
⇒	  本轮搜索结束 v1 

v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

第三轮搜索开始	  
• 当前匹配：{(v3,	  v2),	  (v5,	  v4)}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v1,	  v7} 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

从{v1,	  v7}中未搜索过的v1开始搜索 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v1,	  
v2)到达v2	  ⇒	  v2已被当前匹配中的(v3,	  v2)饱
和  

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿当前匹配中的(v3,	  v2)到达v3 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v3,	  
v4)到达v4	  ⇒	  v4已被当前匹配中的(v5,	  v4)饱
和  

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

沿当前匹配中的(v5,	  v4)到达v5 
v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v5,	  
v6)到达v6	  ⇒	  v6未饱和  v1 

v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

找到可扩路v1v2v3v4v5v6	  ⇒	  替换进当前匹
配中 ⇒	  本轮搜索结束 v1 

v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

第四轮搜索开始	  
• 当前匹配：	  {(v1,	  v2),	  (v3,	  v4),	  (v5,	  v6)}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v7} 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

从{v7}中未搜索过的v7开始搜索 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v7,	  
v6)到达v6	  ⇒	  v6已被当前匹配中的(v5,	  v6)饱
和  
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿当前匹配中的(v5,	  v6)到达v5 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v5,	  
v2)到达v2	  ⇒	  v2已被当前匹配中的(v1,	  v2)饱
和  

41 

问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿当前匹配中的(v1,	  v2)到达v1 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

v1没有关联到任何不在当前匹配中且本轮
未搜索过的边 ⇒	  回溯到v5	  (为什么不是V2) 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v5,	  
v4)到达v4	  ⇒	  v4已被当前匹配中的(v3,	  v4)饱
和  
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿当前匹配中的(v3,	  v4)到达v3 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

沿不在当前匹配中且本轮未搜索过的(v3,	  
v2)到达v2 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v2本轮已搜索过 ⇒	  回溯到v3 
v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

v3没有关联到任何不在当前匹配中且本轮
未搜索过的边 ⇒	  回溯到v5 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

v5没有关联到任何不在当前匹配中且本轮
未搜索过的边 ⇒	  回溯到v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

v7没有关联到任何不在当前匹配中且本轮
未搜索过的边 ⇒	  回溯到头了！ 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  举例 

已走过所有的点和边 ⇒	  无可扩路 ⇒	  找
到 大匹配 v1 

v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 



•  你能不能结合这个例子，讨论这两个问题
的解法之间的关系？	  
– 求解 大流的Ford-‐Fulkerson方法	  
– 求解二部图 大匹配的“可扩路”算法 
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问题2：Ford-‐Fulkerson方法与 大匹配 (续) 

s1 
s2 

s3 

t1 
t2 
t3 

s4 

s1 
s2 

s3 

t1 
t2 
t3 

s4 

s1 
s2 

s3 

t1 
t2 
t3 

s4 



问题3： 大流 小割定理 

•  什么是cut、net	  flow、capacity、minimum	  
cut？	  

•  你理解 大流 小割定理了吗？ 
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•  你能给出一种求边连通度的算法吗？ 
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问题3： 大流 小割定理 (续) 



•  你能给出一种求边连通度的算法吗？	  
– 任取一个点，求到其它每个点的 大流	  
即全局 小割	  
即边连通度	  
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问题3： 大流 小割定理 (续) 



问题4：更快的算法 

•  Ford-‐Fulkerson：找任意一条可扩路	  
•  Edmonds-‐Karp：做出了怎样的改进？	  
•  你还能做出进一步的改进吗？	  
（针对 大流或者二部图 大匹配） 
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问题4：更快的算法 

•  Ford-‐Fulkerson：找任意一条可扩路	  
•  Edmonds-‐Karp：做出了怎样的改进？	  
•  你还能做出进一步的改进吗？	  
（针对 大流或者二部图 大匹配）	  

•  基本思想：同时找多条 短可扩路	  
–  大流：Dinic算法	  
– 二部图 大匹配：Hopcroa-‐Karp算法	  
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•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

第一轮搜索开始	  
• 当前匹配：{}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v1,	  v3,	  v5,	  v7} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v3,	  v5,	  v7} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v3,	  v5,	  v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v2,	  

v4,	  v6} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v3,	  v5,	  v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v2,	  

v4,	  v6} 
•  发现未饱和的右侧顶点{v2,	  v4,	  v6} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

从未饱和的右侧顶点v2（位于第1层）开
始反向降层的深度优先搜索 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

•  1:	  v2	  
•  0:	  v3 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

找到可扩路v2v3	  ⇒	  替换进当前匹配中 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

65 

v1 

v5 

v4 
v6 

v7 

临时删除v2、v3及其关联的边 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

66 

从未饱和的右侧顶点v6（位于第1层）开
始反向降层的深度优先搜索 v1 

v5 

v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 
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•  1:	  v6	  
•  0:	  v5 v1 

v5 

v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

68 

找到可扩路v6v5	  ⇒	  替换进当前匹配中 

v1 

v5 

v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

69 

v1 
v4 

v7 

临时删除v6、v5及其关联的边 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

70 

从未饱和的右侧顶点v4（位于第1层）开
始反向降层的深度优先搜索 v1 

v4 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

71 

无法下降到第0层，放弃v4 
v1 

v4 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

72 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

第二轮搜索开始	  
• 当前匹配：{(v3,	  v2),	  (v5,	  v6)}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v1,	  v7} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

73 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v7} v1 

v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

74 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v2,	  

v6} 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

75 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v2,	  

v6}	  
•  沿当前匹配中的边到达第2层{v3,	  v5} 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

76 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v2,	  

v6}	  
•  沿当前匹配中的边到达第2层{v3,	  v5}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第3层{v4} 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

77 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v1,	  v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v2,	  

v6}	  
•  沿当前匹配中的边到达第2层{v3,	  v5}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第3层{v4} 
•  发现未饱和的右侧顶点{v4} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

78 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

从未饱和的右侧顶点v4（位于第3层）开
始反向降层的深度优先搜索 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

79 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

•  3:	  v4	  
•  2:	  v3 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

80 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

•  3:	  v4	  
•  2:	  v3	  
•  1:	  v2 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

81 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

•  3:	  v4	  
•  2:	  v3	  
•  1:	  v2	  
•  0:	  v1 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

82 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

找到可扩路v4v3v2v1	  ⇒	  替换进当前匹配中 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

83 

v5 
v6 

v7 

临时删除v4、v3、v2、v1及其关联的边 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

84 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

第三轮搜索开始	  
• 当前匹配：{(v1,	  v2),	  (v3,	  v4),	  (v5,	  v6)}	  
• 未饱和的左侧顶点：{v7} 

v7 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

85 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v7} 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

86 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v6} 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

87 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v6}	  
•  沿当前匹配中的边到达第2层{v5} 

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

88 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v6}	  
•  沿当前匹配中的边到达第2层{v5}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第3层{v2、

v4}	  

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

89 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

利用广度优先搜索分层	  
•  第0层{v7}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第1层{v6}	  
•  沿当前匹配中的边到达第2层{v5}	  
•  沿不在当前匹配中的边到达第3层{v2、

v4}	  
•  沿当前匹配中的边到达第4层{v1、v3}	  

问题4：更快的算法 (续) 



•  举例 

90 

v1 
v3 

v5 

v2 
v4 
v6 

v7 

已搜完所有顶点，未发现未饱和的右侧顶点 
⇒	  无可扩路 ⇒	  找到 大匹配	  

问题4：更快的算法 (续) 


